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Kovéacsné Gorgényi Tlonanak és Kal6 Juditnak, volt matematika tanaraim-
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Bevezetés

LA primszamok a szamtan atomjai. A primek az ,oszthatat-
lan” szamok: azok a szamok, amelyek nem irhatok fel két kisebb
szam szorzataként. A 13 és a 17 primszam, a 15 azonban nem az,
mert felirhaté mint 3-szor 5. A primek csupan elszort diszek a sza-
mok végtelen viligadban, ezen a matematikusok altal évszazadok
Ota kutatott hatalmas teriileten. A kutatokat ma is csodalattal
toltik el: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23...- idGtlen szamok ezek, a
fizikai valoségtol fiiggetleniil is léteznek; a természet ajandékai a
matematikusoknak.” — Marcus du Sautoy: A primszdmok zenéje

Engem a fenti idézet inditott el a primszamok dtjan. Dolgozatom is ezek-
r6l a kiilonleges épitékovekrdl fog szolni. Ezeknek a szamoknak — melyeket
felbonthatatlan szamoknak is szokas nevezni — a torténelme egészen az dkorig
nyulik vissza.

A dolgozat els6 részében attekintjiikk az Euklidészt6l a primszamtételig
vezet$ utat. Ezutan részletesebben tanulmanyozzuk Csebisev munkissigat
és Riemann 1859-es cikkét, majd belemélyediink a primszamtétel bizonyita-
saba. Mindezek utan a teljesség igénye nélkiil tekintiink néhény érdekesebb
eredményt a primszamok témakorében.



1. Torténeti Attekintés

A legkoréabbi lelet, mely a primek ismeretére utalhat a Kr. e. 6500-bol szar-
maz6 ishangoi csont elnevezési lelet, melyet 1960-ban taldltak Kozép-Afrika
egyik hegységében, az Egyenliténél. A csonton harom oszlopba osztva ro-
vatkacsoportok taladlhatok, melyekbdl az els6 oszlopban a 10 és 20 kozotti
primeknek — 11,13, 17 és 19 — megfelel6 szamu rovatkak vannak. Nem tudni
biztosan, hogy ez a csont, melyet a briisszeli Belga Kiralyi Természettudo-
méanyi Intézetben Griznek, lenne az elsé kisérlet a primszamok megértésére,
vagy a rovasok csupan véletlenszertiek.

Bizonyiték van ra, hogy a kinaiaknak Kr. e. 1000-ben mar vilagos képiik
volt a primszamokrol. Az § szemiikben ezek azok a férfias szamok, amelyek
ellendllnak a két kisebb szam szorzatara valo felbontasnak.

A gorogok ismerték fel elgszor Kr. e. 4. szdzadban, hogy a primek a sza-
mok épitckovei lehetnek. Felismerték, hogy az dsszetett szamok felbonthatok
primszamok szorzatara. A Kr. e. 3. évszdzadban élt Eratoszthenész, aki
kényvtaros volt a hatalmas okori alexandriai gorog kutatoéintézetben, volt az
els6 ember, aki primszamtablazatot készitett. Az 6 modszerét Eratoszthenész
szitajanak hivjuk és a kévetkezdképpen fest:

1.1. Tétel (Eratoszthenész szitaja). Irjuk fel 2-t6l n-ig az egész szamokat.
Az els6 lépésben karikazzuk be 2-t, majd hiazzuk at 2 Gsszes nala nagyobb
tobbszorosét. Ezutan karikazzuk be a legkisebb még nem jelolt (nem bekari-
kazott vagy athtuzott) szamot, jelenleg ez a 3, majd huzzuk &t a nala nagyobb
tobbszoroseit. Hasonloan folytatva karikdzzuk be a legkisebb még jeldletlen
szamot, legyen az p, és hiizzuk at a tobbszoroseit p-t6l kezdve. Mivel a
szitélas soran korabban 2p,3p, ..., (p — 1) p mar at lett htizva, ezért valoban
elég lesz p*-t6l kezdve athizni p tébbszordseit. Az eljaras akkor fejezddik be,
ha p? > n. Ekkor a bekarikdzott és a jeldletlen szamok adjak meg az 1 és n
kozotti primszamok listajat.

Ugyanebben a szazadban Euklidész bebizonyitotta a kévetkezd tételt.
1.2. Tétel. Végtelen sok primszdm van.

Bizonyitds. Legyen py,pa, ..., pr primek egy halmaza, n = p1py---pr+1¢ésp
az n szam egy primosztoja. Ekkor p nem lehet eleme a pq, po, ..., pr halmaz-
nak, hiszen kiilonben osztané a pips - - - pi szorzatot és az n —pips---pr = 1
kiilonbséget, ami nem lehetséges. Tehat egy véges primhalmaz nem tartal-
mazhatja az 0sszes primszamot. O

Az 6kort kévetGen a primszamok korében szamos kutatast végeztek, tjabb
tételeket mondtak ki és bizonyitottak be. Ezek koziil néhanyat a 6. fejezetben
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emlitek meg. Szamunkra, a primszamtétel bizonyitdsanak szempontjabol,
azonban az 1700-as évektdl kezd6ds korszak a lényeges.
1737-ben Euler belatta [5], hogy a primszamok reciprokdsszege végtelen,

azaz .
Sl
masképp

Z% ~ logZ% ~ log(log 00).

Gauss 1792-ben tablazatokbol megsejtette, hogy a primek siiriisége

pontosabban 7(z) ~ ; k%, melyet Li(z)-szel jeloliink. Kés6bbi, pontosabb
tablazatok kicsit mas szamokat tartalmaznak, de ezek csak még jobban erd-
sitik a sejtést. Legendre koriilbeliil 1800-ban kozreadott egy cikket, melyben
a primek siirtségére az m kifejezést adta, empirikusan meghatarozott
A és B konstansokkal és 7(x)-re pedig a kivetkez6 becslést:

1
logz’

x
(@) ~ logx — A’

ahol A = 1,08366. Errdl 1808-ban irt elGszor Théorie des Nombres cimd
munkajaban. A vildg viszont csak 1849-ben tudta meg [7], hogy valdjaban
Gauss megelzte Legendre-t. A kiévetkez6 évben Csebisev egyik megjelent
cikkében ir a 7(x) fliggvénynek Li(x)-szel valo becslésérdl.

Riemann 1859 novemberében a berlini Akadémia havonta megjelend koz-
leményében kozreadott egy 9 oldalas cikket Ueber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grisse cimmel [11], mely egyediili cikke a primsza-
mok témakorében. A cikkben Riemann moédszerei még az eredményeknél is
fontosabbak. Ir az alabbi, 1.1. Definiciéban szerepls fiiggvény analitikus ki-
terjesztésérdl, komplex zérushelyeirdl, felhasznalja a Fourier, illetve Mobius
inverziot, explicit formuldkat ad meg.

1.1. Definicié. Minden n természetes szamra és s komplex szamra

1

¢(s) = 4 o

1896-ban Hadamard [8] és de la Vallée Poussin [13] egymaéstol fiiggetleniil
bebizonyitottdk a primszamtételt. 1899-ben de la Vallée Poussin publikalt

egy cikket, melyben leirja, hogy elég nagy x-re

m(x) — Li(x)

e~ Velogz
Li(x)




Koch 1901-ben belatta, hogy ha a fenti becslésben e~ Ve85 helyett 7Tt
irva a Riemann-sejtéssel ekvivalens allitast kapunk.

A kovetkez6 fejezetekben részletesebben tekintjiik Csebisev munkasségat,
Riemann cikkét és a primszamtétel bizonyitasat.



2. Dirichlet-sorok

Ebben a fejezetben néhany fiiggvény Dirichlet-sorat fogjuk vizsgalni. Ehhez
sziikségiink lesz az alabbi két definiciora, illetve két tételre.

2.1. Definicio. Az f(n) szamelméleti fiiggvényhez tartozd Dirichlet-sor a

kovetkezé: .

n

n=1

2.1. Megjegyzés. A fenti definicioban levé sor nem minden f(n) fiiggvényre
konvergal. A konvergencia igazoldsa fontos kérdés, de erre mi most nem
tériink ki. A késGbb belatott lemmakban ezeket a sorokat formalisan fogjuk
tekinteni.

Az 2.1. Tételben szerepls specilis Dirichlet-sorrél — melyben f(n) azo-
nosan 1 — késGbb részletesebben is beszéliink.

2.2. Definici6é. Mangoldt-fiiggvénynek nevezziik a kovetkez6 képlettel defi-
nialt A szamelmeéleti fliggvényt:

| logp, han=p%
AW‘{ 0, kiilsnben.

Euler 1737-ben mondta ki az alabbi tételt.

2.1. Tétel. Minden 2 < s &€ N szamra

<<s>=;%=H(1_1—%>,

ahol p a primszimokon, n pedig a természetes szdmokon fut végig.

Ez ma Euler-szorzatként ismert. A fenti tételt késébb Dirichlet s > 1
valos szamokra alkalmazta.
A kovetkez6 tétel két sor szorzatarol szol:

2.2. Tétel. Legyen A(s) = Y 32, % és B(s) = >0, &. Ekkor szorzatuk a

kévetkezd: .
c
A = =
(5)B(s) = > 2,
n=1
ahol a szorzatl eqyiitthatoinak sorozata a két sor egyitthatoinak konvolicidja,

tehdt c, = >, axby.



Bizonyitdas. Tekintsiik a két sor szorzatat és alakitsuk a kévetkezd modon:

@ D ap b aib
RRER S0 S S S LI 3 3

A fenti Dirichlet-sorban # egyiitthatoja
Z akbl = Cp.
kl=n

Tehéat

]

2.1. Lemma. A §(n) szdmelméleti fiigguényhez tartozé Dirichlet-sor a kons-

tans 1 fligguény.

Bizonyitds. Tekintsiik a §(n) fiiggvényhez tartozo Dirichlet-sort:

2.2. Lemma. A konstans 1 fligguvényhez tartozoé Dirichlet-sor ((s).

Bizonyitds. Tekintsiik a konstans 1 fiiggvényhez tartozé Dirichlet-sort:

2.3. Lemma. A log(n) fiigguényhez tartozoé Dirichlet-sor —('(s).

Bizonyitds. Derivaljuk a ((s) fiiggvény Dirichlet-sorat tagonként:

Ebbdl kévetkezik, hogy

i loggn) _ i (_login)) (s,



1

2.4. Lemma. A p(n) szamelméleti fiigguényhez tartozé Dirichlet-sor Ok

Bizonyitds. Mivel 1 = § % 1, a M6bius-féle inverziés formula alapjan
0 =15x%p.
A 2.2. Tételbdl kovetkezik, hogy
1(s) = ¢(s)M(s),

ahol 2.1. és 2.2. Lemmak alapjan 1(s) a d(n), ((s) az 1(n), M(s) pedig a
u(n) fiiggvény Dirichlet-sorat jeloli. Ebbdl kovetkezik, hogy

1
— = M(s).
¢(s)
]
2.5. Lemma. A A(n) szamelméleti fiigguvényhez tartozd Dirichlet-sor —g((;)).

Bizonyitds. Jelolje f(s) a A szamelméleti fiiggvényhez tartozo Dirichlet-sort:

El6szor belatjuk, hogy
(1xA)(n) = logn,

azaz

logn = Z A(d).

d|n

Legyen n = pi"p5®...pom az n szam primfelbontasa. Tekintsiik n egy d
osztojat. Ha d nem primhatvany, akkor A(d) = 0. Ha d = p;* alaku, ahol
i€ {1,2,...,m} és 0 < B; < o, akkor A(d) = logp;. Ilyen taghol a fenti
Osszegben «; darab van. Ez alapjan kapjuk, hogy

ZA(d) = aqlogp; + aslogps + ... + ay, log p,, = logn.
d|n

A 2.1. Tételbdl és a 2.3. Lemmabol kovetkezik, hogy
((s)f(s) = =C(s),

tehdt f(s) = =55 O



3. Csebisev eredményei

Csebisev 1850-ben latta be az aldbbi tételt:

3.1. Tétel (Csebisev Tétel). Bdrmely n > 1 egész esetén létezik olyan p
prim, melyre n < p < 2n.

3.1. Megjegyzés. Az alabbi tételek bizonyitasanal Erdés gondolatmenetét [4]
fogjuk kovetni.

Csebisev kovetkezd tétele tobb tétel bizonyitasanak szempontjabol is fon-
tos.

3.2. Tétel. Barmely n € N-re [[ _ p <4

p<n

Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk. Tekintsiik a bizonyitandé egyen-

16tlenséget n = 1-re:
[[p=1<4=4
p<1

ezutdn n = 2-re:

[[r=2<+=16

p<2

Legyen n > 2, és tegyiik fel, hogy 1,2,...,n — 1-re teljesiil az allités.

(i) Ha n paros, akkor n nem lehet prim, igy az indukcids hipotézishdl
kovetkezik, hogy
Hp: H p <4t < 4m
p<n p<n—1

(ii) Ha n paratlan, akkor felirhaté 2k + 1 alakban, ahol k pozitiv egész.
Bontsuk szét a szorzatot:

H p= Hp' H p = 411,

p<2k+1 p<k+l  k4+2<p<2k+1
Az indukciés hipotézis alapjan
I, < 4%+
Mivel a Ils-ben levé primek nagyobbak, mint k& + 2, ezért
Inko(Ily, k!) = 1.

Mivelhogy
Iy |(k+2)---(2k+ 1),
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ahol

2k +1)! 2k + 1)!k! 2k +1
(“2)”'(2’““):((k+1)! :((k:+1)!k:! :< k )k!’

és Inko(Ily, k1) = 1, ezért

IT,

2k +1
i :
A 7.3. segédtétel alapjan

2%k +1\ 2%+t
= 4",
() <5

Tehat
H1H2 < 4k+14k — 42k+1 — 4"

]

Csebisev egyik 1850-ben megjelent cikkében [1] arrol ir, hogy a 7(x) fiigg-
vénynek Li(x)-szel valo becslésében a relativ hiba kisebb, mint 11%, ha x elég
nagy, tehat

0,89 - Li(x) < m(z) < 1,11 - Li(x),

ha z elég nagy. Leirta, hogy Legendre formulaja semmilyen A-ra illetve B-
re nem lehet jobb, mint Li(z). Szintén Csebisev belatta, hogy ha a Ei((z))
hanyados konvergal, akkor csak 1-hez konvergalhat. Azt viszont nem tudta
belatni, hogy konvergal. A kovetkezGkben belatjuk a fentebb emlitett becslést

7(x)-re, pontos értékek megadasa nélkiil.

3.3. Tétel. Létezik olyan B > 0 konstans, amelyre w(x) < B2

logz*

Bizonyitds. A tételt elGszor természetes szamokra latjuk be, majd pozitiv
valds szamokra.
Bontsuk szét a 3.1. Tételben szerepld szorzatot a kdvetkezGképpen:

v >1Ie=11» ]I »
p<n p<y/n  /n<p<n

Becsiiljiik a szorzatot gy hogy az elsé tényezGben minden p helyett 1-et, a
méasodikban pedig y/n-et frunk. Ekkor a kovetkezst kapjuk:

Hp' H p>1- H \/ﬁ:\/ﬁﬁ(n)—ﬂ(\/ﬁ)'

p<vn  /n<p<n Vn<p<n

11



Tehat
4n > \/ﬁﬂ'(n)_ﬂ(\/a)7

amibdl mindkét oldal logaritmusat véve kovetkezik, hogy

1

5(7r(n) —7(v/n))logn < nlog4.

Atrendezve az egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

m(n) m(vn) v logn

) 9logd+ TV oogq + Y 9lgs 4 281

logn logn logn \/ﬁ

ahol a 7.1. Lemma (2)-es pontja alapjan

logn log /1" B 2log\/ﬁ 0
N R R ’

tehat létezik egy olyan B konstans, amellyel 21og 4 + %27 feliilré] becsiilhets.

Jn

Ha x ¢ N és x> e, akkor [z]-t kell tekinteniink. Mivel 2= a 7.1. Lemma

(1)-es pontja szerint szigorian monoton novs, ezért az allitas igaz lesz minden
e < x valds szdmra, hiszen

2] _p @

m(z) = w(z]) < Blog[x} gz

O
3.4. Kovetkezmény. Létezik olyan b > 0 konstans, amelyre p, > b-nlogn.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy n = 7(p,), ahol p, az n-edik primszamot jeloli.
Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy

Pn
log p,

n=m(p,) < B
Az egyenlétlenséget atrendezve kapjuk, hogy

> ! 1 >1 1
pn BTL ngn B?’L ogn.

Végiil legyen % = b, igy megkapjuk az allitdsban szerepls egyenlGtlenséget.

[]

3.5. Segédtétel. Mindenn € N-re (*") = [[,<2, 0%, ahol p*» < 2n < phett
iletve o, < k.
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Bizonyitds. Legyen

(2:) - T(L'anz‘v = 1

Tekintsiink egy rogzitett p primet. A p kitevGje (2n)!-ban és n!-ban a 7.1.
Segédtétel alapjan v,((2n)!) = Zfiﬂi—"j, illetye vp(nl) = >°7°, Ll%j Mivel
azonos alapu hatvanyok osztasanal a kitevsk kivonoédnak, igy kapjuk, hogy

w3 2] 23 |2

Vegyiik észre, hogy minden £, < i-re az Osszegben az alsé egészrészek értéke
nulla lesz, tehat

1 on Y
“ ; LJJ ; P’

A 7.2. Segédtétel alapjan tudjuk, hogy

EIRIFIR R

Mivel az Osszeg minden tagja legfeljebb 1 és Gsszesen k, tagja van, igy az
osszeg legfeljebb k. ]

3.6. Tétel. Létezik olyan A > 0 konstans, amelyre m(x) > A2

logz*

Bizonyitds. ElGszor paros szamokra latjuk be a tételt. Az el6bbi segédtételt
felhasznalva kapjuk, hogy

2n o i
— | | P < | | D
( n ) pe= p
p<2n p<2n

Minden p-re becsiiljiik a p*» hatvanyt 2n-nel:

H phr < H on = (2n)"W,

p<2n p<2n
Ebbdl és a 7.4. Segédtételbdl kdvetkezik, hogy
2n 2n 7(2n) 7(2n)+1
27" < 2n < (2n) - (2n) = (2n) :
n

Vegyiik mindkét oldal logaritmusat és rendezziik at az egyenlStlenséget.
Igy a kovetkez6t kapjuk:

2nlog 2 B
log(2n)

1 < 7(2n).
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Melybdl az alabbi kovetkezik:
m(2n
(2n ) > log2 —
log(2n) log(2n)

ahol a 7.1. Lemma (2)-es pontja alapjan

log(2n)
2n

=log?2 —

10g2" — 0, tehat létezik egy olyan

A > 0 konstans, amellyel log2 — log (2n) alulrol becsiilhetd.
Tetszbleges © € R-re legyen 2n a legnagyobb paros szam, ami z-nél kisebb

vagy egyenls. FEkkor 2n < x < 2n + 2. Tudjuk hogy
m(z) >7m(2n) > A

log 2n’
és 2n > x — 2 miatt a 7.1. Lemma alapjan hénzn > bg( ) Tehat
2 -2
A—" > 4" .
log 2n log(z — 2)
A 7.1. Lemmabol kovetkezik, hogy
locgcac 1
z—2 — L
log(z—2)
ezért létezik egy olyan pozitiv A’, melyre Alog o > A loz - O

3.7. Kovetkezmény. Lélezik olyan a > 0 konstans, amelyre p, < a-nlogn.

Bizonyitds. Vilagos, hogy n = w(p,). Az el6z6 tétel alapjan tudjuk, hogy
minden n esetén

Pn
m(pp) > A——,
(2. log(pn)
melybdl az alabbi kévetkezik:
1
Pn < anog(pn)' (1)

Mivel p, < 22", ezért, ha n elég nagy, akkor

1 1
Pn < anog(pn) < ZnQ”_l log2 < 4™

Ezt az (1) -es egyenlGtlenségbe behelyettesitve kapjuk, hogy ha n elég nagy,
akkor

1 1
Pn < anog(pn) < log 4n < n®.
Ujra behelyettesitve (1) -be az alabbi kovetkezik:
1 3
Pn < anog(pn) < anog n.

Végiil legyen a = %, igy megkapjuk az allitdsban szerepld egyenlGtlenséget.
m
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4. Riemann cikke

Riemann 1859-es cikkében [11] formulat ad w(z)-re végtelen sor alakban,
melynek dominans tagja Li(z). Ennek bizonyitdsa nem kielégitd, hisz nem
latja be, hogy konvergal, sem pedig, hogy Li(x) a dominans tag. Riemann
leirja, hogy a Dirichlet-t6l tanult Euler-szorzat segitségével a ( fiiggvény a
kovetkezSképpen is megadhato:

=Y =T )

ahol p a primeken, n pedig a pozitiv egész szamokon fut végig. Megemli-
ti, hogy (-nak zérushelye van az s = —2,—4, —6,... helyeken (mindegyik
egyszeres), st bizonyos értékeit konkrétan meg is adta, mint példaul

1 1 1
0) = —3, C(=1) =, (=3 = —
Valoszintileg ismerte a ((—n) = (—1)"Z22 illetve ((2n) = —(2”)2”2(.?213;? Ban

formulédkat is — ez utobbit Euler fedezte fel 1755-ben —, de errél nem tesz
emlitést. Ezekben a formuldkban B,-ek a Bernoulli szamokat jelolik.

Ir a ¢ fiiggvény analitikus kiterjesztésérsl és a kiegészitett ¢ fiiggvényrsl
— ez utobbit £(s)-sel jelolt, és a kivetkez6képpen definialta:

&) =T (5) (s = D 5¢(s),

ahol I' (%) miatt a zérushelyek, s — 1 miatt pedig a pélus tiinik el, és melyre
£(s) =&(1 —s), és ha &(s) = 0, akkor 0 < Re s < 1. Nagyon valoszintinek
tartotta, hogy ( zérushelyeinek valos része %, de ezt nem bizonyitotta be,
mivel nem ez volt a célja ebben a cikkben. Ezt a mai napig be nem bizo-
nyitott allitdst Riemann-sejtésnek hivjak. Ezt a sejtést Hilbert 1900-ban a
23 probléméabol allo listajara vette, majd 2000-ben a milleniumi problémak
kozé soroltak. Ez utobbi miatt bizonyitasat egymillio dollarral dijazzak.

Ebben a cikkében Riemann a primszamtétel bizonyitasarol is ir. O egy
J(x)-szel (eredetileg f(x)-szel) jelolt primszamlalo fiiggvényt vett, ami a ko-
vetkez6képpen néz ki:

RO

pr <z p"<z

és ennek a kapcsolatat tekintette a ( fiiggvénnyel. Ez a kiovetkezd:
log((s) = s/ J(x)z~* td, (2)
0

15



ha Res > 1. Erre a Fourier inverziés formulat alkalmazva kapta, hogy ha

o > 1, akkor
1 o+1i00 ds
J(z) = — 1 S—. 3
@=5= [ loec(oS g
Ebbdl a ¢ fliggvény szorzatalakjat felhasznalva, melynek bizonyitasa hidnyos
— ezt Hadamard tette teljessé 1893-ban —, kapta J(x) explicit formulajat,

mely a kovetkezd:

J(z) = Li(x) — Z [Li(w’)) + Li(xlf’))] + /OO t(tch—(igt) +1log&(0), (4)

Imp>0

ahol Li(z) = (fo T+ fﬁ) 15%' A Ym0 [Li(2?) + Li(z' )] egy nem megala-
pozott tagonkénti integralassal jon ki. Ennek a helyességét Landau igazolta
1908-ban, viszont Mangoldt 1895-ben a problémét megkeriilve igazolta a for-
mulat.

Természetesen Riemann célja az volt, hogy m(z)-re adjon explicit for-
mulat. Ehhez segitségére volt a J(x) és m(z) fiiggvények egy kapcsolata,

nevezetesen az, hogy
1
J(ZL‘):W(l‘)—i-—W(I%)—l——W([p%)—k‘_,{—_ﬂ'(‘xﬁ)_'__“ (5)

Ebbdl a Mébius-féle inverzios formulaval megkapta m(x)-re az alabbi képletet:

)+%J<xé)...+@<f(xi>+-.. (6)

=

m(z) = J(x)—%J(x;)——J(xé)—%J(x

Az (5) és a (6) Osszefiiggésekbdl kapott explicit formulat 7(z)-re.

Ezutan kozel 30 évig szinte semmi eredmény nem volt a primszamokkal
kapcsolatban, egészen addig, mig Hadamard és de la Vallée Poussin be nem
bizonyitottak a primszamtételt, melyben Riemann &tletei kulcsfontossaguak.
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5. Primszamtétel

Hadamard 1893-ban ¢ szorzatformuldjat ténylegesen bizonyitotta. 1895-ben
Mangoldt belatta J(x) explicit formulajat, és egyszertibb alakban is felirta,
mert a & hanyados szebben viselkedik, mint log (.

Hadamard és de la Vallée Poussin az alabbi tételt bizonyitottak egymastol
fiiggetleniil 1896-ban:

5.1. Tétel (Primszamtétel) A 7(x) szdmelméleti figguény aszimptotikusan
egyenld az i (

Ok komplex fiiggvénytani segédeszkozoket hasznaltak. Mindketten Man-
goldt (8) formulajanak egy-egy variaciojat vezették le. Mangoldt és de la
Vallée Poussin variansa azért is kiilonb6zott, mert de la Vallée Poussin téve-
sen azt gondolta, hogy Mangoldt bizonyitasa rossz.

Csebisev 1850-ben bevezette az alabbi ¢ (z) fiiggvényt.

5.1. Definicié. A ¢ (x) szamelméleti fiiggvényt a kovetkezSképpen definial-
juk:
Z log p.
k<5L‘
5.1. Megjegyzés. A (x) szamelméleti fiiggvényt a kovetkezGképpen is értel-
mezhetjik:
= Z A(n)

n<x
ahol A(n) a Mangoldt-féle fiiggvény.
A kovetkez6 segédtételt és megforditasat Csebisev mutatta meg, melyet
egyik 1850-es cikkében adott kozre.
5.2. Segédtétel. Ha (x) aszimptotikusan x, akkor m(x) aszimptotikusan

lo

Bizonyitds. Tetsz6leges p primre 1 és x kozott { ng darab p-hatvany van,

] log p
18y |
ogw
Zlogp Zlogp L J
o > ogp
<z p=w

A fenti egyenletben az egészrészt elhagyva a ¢(x) szamelméleti fiiggvényt
tudjuk feliilr6l becsiilni. Ekkor a kovetkezGt kapjuk:

<Zl logx 7(x)log x.

p<lx

17



T sz

elhagyjuk, akkor als6 becslését kapjuk a fiiggvénynek:

x) > Z log p.

p<w

Legyen € > 0 tetsz6legesen kicsi szam. Ekkor Zpgx log p-t a kovetkezo-
képpen becsiilhetjiik alulrol:

» logp> Y logp > (n(z) — w(z' 7)) logz' .

p<x zl=e<p<z
Mivel 7(z!'~¢) < 217, ezért
(m(z) — w(x' 7)) logx' = > (1 — &)m(x) logw — (1 — &) ©logx.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy
() < 7(x)logx < 1 (x) N logm'

r T —1—¢ =z i

(7)

Mivel 22 tart 1-hez, és logx tart 0-hoz, ezért az egyenlStlenség jobb oldala
tart ——hoz Ebbdl kovetkemk hogy minden pozitiv e-ra

m(x)logx < limsup m(x )logx 1
x x 1—5

1 < lim inf

Mivel € tetsz6legesen kicsi szam lehet, igy a fenti Osszefiiggésbdl kovetke-
zik, hogy
m(x)logx 7(x)logx
x

Ebbdl kévetkezik, hogy létezik a hatarérték, és annak értéke 1, tehat

1 = liminf = lim sup =1

7(x)logx
T

lim =1.

O

5.2. Megjegyzés. A fenti bizonyitasbol kdnnyen belathato, hogy a segédté-
tel megforditasa is igaz, hiszen atrendezve az (7) egyenlGtlenséget, becslést

kapunk @—re

(1 —¢)m(zx)loge (1 —¢)logz _ ¢(x)

B < < W(x)logx‘

x x€ T T

Ez alapjan mondhatjuk, hogy az az allitas, hogy () aszimptotikusan z
ekvivalens a primszamtétellel.
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A Riemann altal megfogalmazott (2) kapcsolat von Mangoldt féle atfo-
galmazasa a ( fiiggvény és ¢(x) kozott, ha Res > 1, a kovetkezd:

) Am) P
g(s)—;ns—/ﬁ”() dr,

melybdl az els6 egyenlGséget a 2.5. Lemmadaban belattuk. A Fourier inverzi-
0s formulat alkalmazva erre Mangoldt az alabbit kapta, mely Riemann (3)
formulajanak felel meg:

g [ ()

Komplex fiiggvénytani eszkozok segitségével a fentibdl ¢(z)-re a kovetkezd
négytagu Osszeget kapta, mely Riemann (4) formuldjanak felel meg:

ro1 1
(x) =1z — %—élog <1—;) — log 2, (8)

p

ahol p a ( fiiggvény kritikus savban levé zérushelyein fut végig. Azt szeret-
nénk hogy ez az Gsszeg aszimptotikusan egyenl6 legyen x-szel, tehét, hogy x
legyen a dominéns tag. Ehhez korlatozni szeretnénk a Zp % Osszeget, hogy
lassabban tartson végtelenbe x-nél. Ha Rep < 1, akkor |2”| = 2R < z, te-
hat |3;—p| konvergal a 0-hoz. A kovetkezs lemma segitségével — melyet Mertens
alkalmazott 1898-as cikkében — belatjuk, hogy a Rep = 1 egyenesen nincs
zérushelye a ( fiiggvénynek.

5.1. Lemma. Minden x € R szamra 1gaz a kévetkezd:
3+ 4cosx + cos2x > 0.
Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkez§ trigonometrikus azonossigot:
cos 2z = cos’ r — sin®x = 2cos’z — 1.
Ezt behelyettesitve a 3 + 4 cos x + cos 2z kifejezésbe kapjuk, hogy
3+4cosz +cos2x =2+ 4cosw +2cos’x = 2(1 + cosx)* > 0

5.3. Segédtétel. A Riemann-féle ¢ figguénynek nem esik zérushelye a
Res =1 egyenleti egyenesre, azaz minden t valos szdamra

C(1+it) # 0.
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Bizonyitds. Allitasunkat indirekt modon fogjuk bebizonyitani. Ehhez fel-
tessziik, hogy létezik olyan ty, € R, amelyre

C(1+ity) = 0.

Legyen s = o + it és tegyiik fel, hogy Res > 1. Mivel a 7.2. Lemma
alapjan minden w komplex szamra log |w| = Relogw, ezért

log |¢(s)| = Relog ((s).

Tekintsiik a ((s) fiiggvényre az Euler-szorzatot:

w62

p

Az el6bbiek és a logaritmus azonossagai alapjan kapjuk a kovetkezét:

log |C(s)| = Relog((s) RelogH(l——>_ —Rez ) log (1—}%).

A logaritmus hatvanysora alapjan

Re Z ) log (1 — —) Rez k’p"fs

Minden s = o+ it € C és n € N esetén n® = n?(cos(logn-t) +isin(logn -t)).
Ezt az n = p* esetben alkalmazva a fenti 6sszeg tagjaira, a kovetkezot kapjuk:

1 1 .
Re%w = ;WCOS(tlogp ).

Tehat )
log |((s)| = Z T cos(tlog p*). 9)
p,k

Tekintsiik a (9) egyenletet az s = 0, s = o +it, illetve az s = o+ 2it helyeken.
A logaritmus azonossagait felhasznélva kapjuk, hogy

log |C(0)?- ¢ (o +it)*-C(o+2it)| = Z e (344 cos(tlog p*) +cos(2t log p*)).
.k

Mivel az el6z6 lemma alapjan 3 + 4 cos(t log p*) + cos(2t log p¥) > 0, ezért a
fenti dsszeg nemnegativ lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy ha o > 1, akkor

(o) - (o +it)* - ((o + 2it)| > 1.
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Legyen t = t; és o tartson feliilr6l 1-hez, és szorozzuk meg majd pedig osszuk
el a fenti egyenl6tlenség bal oldalat |0 — 1|*-nel. Ekkor rendezve kapjuk a
kovetkezdt:

C(O"i‘lto)
oc—1

(o — D)(C(0)(o - 1>>3( ) Cot2i) 21, (10)

Ekkor, ha ¢ — 1, akkor kapjuk a kévetkez6 hatarértékeket:
(i) (¢ —=1) =0,

(ii) mivel az s = 1 helyen a ( fliggvénynek egyszeres polusa van, és ott
reziduuma egyenld 1-gyel, igy

C(o)(o—1)—1.

A kovetkez6 két pontban felhasznaljuk, hogy a ((s) fiiggvény analitikus
folytatéssal kiterjeszthet az egész sikra kivéve az s = 1 helyen.

(iii) Tekintsiik a kovetkezd hanyadost: @ Ez valojaban egy differen-
ciahanyados, hiszen a ((1 + itg) = 0 indirekt feltevést felhasznalva
kapjuk, hogy

o Clotite) =0 ([0 +ito) — C(1 + ito)

! )
oc—1 o—1 oc—1 o—1 —C(l—FZto),

mely alapjan

(@)4 S (1 + i),

(iv) végezetiil pedig

Ez alapjan a (10)-beli kifejezés tart [0 -1 - (¢'(1 + itg))* - (1 + 2ity)| = 0-
hoz, ami ellentmondashoz vezet, tehat az indirekt feltevésiink hamis. Ebbdl
kovetkezik, hogy az 1 + it egyenesen a ( fiiggvénynek nincs zérushelye. [
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6. Erdekességek

A 17. szazadban a matematikusok felfedeztek egy tesztet, amivel gy gon-
doltak, hogy egyértelmien el lehet donteni egy n szamroél, hogy az prim-e
vagy sem. Ehhez ki kell szamitani, hogy mivel kongruens 2" modulo n. Ha
ez a szam 2, tehat

2" =2 (mod n),

akkor az n szam primszam. Viszont ez az elgondolas 1819-ben megbukott,
hiszen bar 340-ig jol miikddik, 341-r6l azt mondja hogy az prim, mikoézben
341 =11 - 31.

Szintén ebben a szdzadban Fermat gy gondolta, hogy minden n termé-
szetes szamra 22" + 1 prim lesz, de eztttal tévedett, ami ritka esetnek sza-
mitott. Ezt a tévedést Euler vette észre elgszor. O 1732-ben bebizonyitotta,
hogy ez a képlet nem primszamot ad, ha n = 5. Fermat a primek egy masik
nagyon kiilonleges tulajdonsagénak feltarasaban mér joval nagyobb sikerrel
jart. 1640-ben Mersenne-nek levelet irt arrol a felfedezésérél, hogy azok a
primek, melyek 4-gyel osztva 1-et adnak maradékul felirthatok két négyzet-
szam Osszegeként. Bar azt allitotta, hogy van ra bizonyitasa, azt nem hagyta
meg az utokornak.

Az alabbi tétel Wilsontol szarmazik, de Edward Waring publikalta elGszor
1770-ben és Lagrange bizonyitotta 1773-ban a megforditassal egyiitt.

6.1. Tétel (Wilson-tétel). Az n szdm akkor és csak akkor prim, ha
(n—1)!'=—1 (mod n).

Euler 1772-ben észrevette, hogy ha 0-t6l 39-ig beirja az egész szamokat
az x% + x + 41 kifejezésbe, akkor primszamok egy listdjat kapja. Elkezdte
érdekelni, hogy 41 helyett mely szamok beirasaval kap még ilyen sorozatot.
R4jott, hogy a 41 mellett r = 2,3, 5,11 és 17 is valaszthato és az 22+ +r
kifejezés csupa primszamot ad, ha 0 és r — 2 kdzotti szamokat irunk be. Szin-
tén 1772-ben felfedezte, hogy az 22 —x +1 kifejezés primet ad az 1, 2,3, ..., 40
helyeken. Legendre 1798-ban a kovetkezd lemmét mondta ki:

6.1. Lemma. Az 2? — 792 + 1601 polinom primet ad az0,1,2,...,79 helye-
ken.

1751-ben Euler igy ir arrdl, hogy még neki sem sikeriilt megadnia olyan
egyszerl képletet, mely az 0sszes primszamot megadna:

Nannak rejtélyek, amelyekbe az emberi elme sosem lesz képes
behatolni. Bizonysagul elég egyetlen pillantast vetni a primek
tablazatara; latnunk kell, hogy abban nincs se rend, se semmiféle
szabalyossag.”
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A kovetkezd tétel 1837-bdl szarmazik:

6.2. Tétel (Diriclet-tétel). Minden a,a+b,a+2b, ... szamtani sorozat, ahol
a és b relativ primek, végtelen sok primszdmot tartalmaz.

Terence Tao 2004-ben Ben Greennel belatta, hogy a primek sorozataban
létezik tetszélegesen hosszi szamtani sorozat. Ez a Green-Tao-tétel. 8 év-
vel késGbb, 2012-ben Tao igazolta a ,gyenge” Goldbach-sejtés egy gyengitett
valtozatat, ami kimondja, hogy minden 5-nél nagyobb paratlan szam elGall
legfeljebb 6t primszam Osszegeként. 2013-ban Harald Helfgott belatta ap-
aratlan Goldbach-sejtést, vagyis, hogy minden 5-nél nagyobb paratlan szam
elgéll legfeljebb harom primszam Gsszegeként

Valoszintileg mar Fuklidészben is megfogalmazodott az ikerprim-sejtés,
mely kimondja, hogy végtelen sok olyan primszampar létezik, melyek kozott
2 a kiilonbség. Ennek bizonyitdsaban 2013 tavaszan nagy attorés tortént,
melyet Yitang Zhang-nak koszonhetiink. O belatta, hogy a szomszédos pri-
mek kozotti tavolsag végtelen sokszor kisebb 70 millional. Ezt a korlatot a
PolyMath8 nevezetii kutatocsoport, mely az interneten szervezédik Terence
Tao vezetésével, 5000 ala csokkentette. Kés6bb pedig a PolyMath8b projekt
keretében ezt a szdmot 246-ra csokkentették
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7. Fiiggelék (segédtételek és lemmak)

7.1. Definici6. A v,(n)-nel jelolt fiiggvény megadja a p primszam kitevdjét
n primfelbontasaban.

7.1. Segédtétel. Bdarmely n € N-re igaz a kdvetkezd: vy(nl) = 3277, [ ]

Bizonyitds. Az elsé n természetes szam kozott a p-vel oszthato szamok szama,
dsszesen [+ ]. Minden p*-edik szam oszthat6 p masodik hatvanyaval. Ezek
szama Osszesen | % |, és igy tovabb. Ebbdl kovetkezik, hogy

p

w2+ 2] - £[2]

i=1

Ez az 6sszeg pedig véges, mivel létezik 0 < jy kiiszobszam gy, hogy minden
J > Jo-ra a ]% hényados kisebb lesz, mint egy, tehat egészrésze 0. O]

7.2. Segédtétel. Barmely x € R-re igaz a kévetkezd: |2x|—-2|x] = {

Bizonyitds. Legyen f(x) = |2z] — 2|x|. Elészor tegyiik fel, hogy {x} < 2

Ekkor 2z = 2| x| 4+ 2{z}, ahol 2|z| € Z és 2{z} € [0,1), mivel {z} € [0, %2)
Ebb¢l kovetkezik, hogy |2z = 2|z, tehat f(z) =0, ha {z} < 1.

Ezek utan tegyiik fel, hogy {z} > 3. Ekkor 2z = 2|z + 2{x}, ahol
2|z] € Z és 2{z} € [1,2), mivel {z} € [1,1). Atalakitassal kapjuk, hogy
20 = (2|z| + 1) + (2{z} — 1), ahol (2|z] +1) € Z és (2{z} — 1) € [0,1).
Ebbél [2z] = 2|z + 1, tehat f(z) =1, ha {z} > 1. O
22k'+l

7.3. Segédtétel. Bdrmely k € N-re (%H) < =

k

Bizonyitds. A Pascal haromszog 2k + 1-edik soranak dsszege

2k + 1 N 2k +1 - 2k 4+ 1 N 2k + 1 - 2k +1 _ o2kt
0 1 k k+1) 777 \2k+1) ’

A (PR = (25H) azonossag szerint a fenti dsszeg fele

7 2k+1—1
L (R 2%k H1
k 2

2k+1 N 2k +1 n
0 1
2k+1

Ezt az Osszeget alulrol becsiilve az utolsé tagjaval, azaz ( . )—Val, kapjuk a
bizonyitand6 egyenlGtlenséget. O

7.4. Segédtétel. Bdarmely n € N-re (2:) > 2

2n °
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Bizonyitds. Becsiiljiik a Pascal haromszog 2n-edik soranak Osszegét feliilrél
a kovetkez6 modon: a sor két szélén levs 1-est hagyjuk meg, a tobbi elemét
pedig cseréljiik ki a sor legnagyobb szamara, tehat ( ) re. Igy a kovetkezét

kapjuk:
22n 1+1+(2n—1)( "2+ (2n—-1)(7)

2n 2n 2n
Tehat elegend6 belatni, hogy

24 (2n —1)(*") - (Qn)

2n n

A fenti egyenlétlenség ekvivalens azzal, hogy

2 < (Qn),
n
ami minden n > 1-re igaz. O

7.1. Lemma.
(1) Ha x > e, akkor

I szigoman monoton novd.
og

(8) Ha v — oo, akkor mmden 0> 0-ra

_Z

log x

44§
log(z+94)

— 1.

Bizonyitds. (1) Derivaljuk a fliggvényt:

x '_logm—x%_logx—l
logz)  log’z  logz

Ha a derivalt pozitiv, akkor az eredeti fliggvény monoton novs. A neve-
z6 mindig pozitiv, igy csak a szamlalot kell megvizsgalnunk, az pedig
akkor lesz pozitiv, ha = > e.
novo, ha = > e.

0

(2) Tekintsiik ——
igy a L Hopltal szabalyt alkalmazva

T .
= lim z = o0.
r— 00

lim = lim
Z—00 log € Z—00

8 =] =
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(3) Legyen § > 0 tetszGlegesen kicsi pozitiv szam. Tekintsiik —222— hatar-
log(xz+9)
értékét ha r — oo. Ehhez alakitsuk at a tortet a kovetkezd modon:

gz xlog(z+9)

1ogm(:i§) (x4 6)logx

Mivel a fenti tort = alaki, igy a L’Hopital-szabalyt alkalmazva kapjuk
a kovetkez6t:

zlog(xz +9) _log(z +0) + 45

Ez még mindig 22 alaki, igy a L’Hopital-szabaly ujboli alkalmaziséaval
az alabbi kovetkezik:

log(z +6) + -5 ' (ﬁg; , (z + 20)z?
—— = lim —— = lim 5 =1.

O

7.2. Lemma. Legyen s = o + it egy tetszbleges komplex szam, és legyen
w = e°. Ekkor igazak a kdévetkezdk:

(i) w = e%(cost + isint), melybdl kovetkezik, hogy |w| = €7,
(i) minden n € N-re n® = €1°6™ = n(cos(logn - t) + isin(logn - t)),

(111) s =logw = o +it = log |w| +iargw, amibdl kovetkezik, hogy log |w| =
Relogw.
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